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Resumo

Uma alianga é um grupo com alguma propriedade coletiva, ou seja, um
conjunto de elementos que se unem em prol de um objetivo em comum. Aliancas
podem ocorrer entre pessoas, empresas, sociedades, partidos e paises.

No mundo real hé diversos tipos diferentes de aliancas e a capacidade de des-
cobrir automaticamente estruturas nesse formato é desejavel para muitas aplicacoes
nas areas de economia, seguranca, redes de computadores, redes sociais, ciéncias
biologicas e matematica.

Uma modelagem de criacao de aliancas em grafos foi apresentada em 2002,
por Petter Kristiansen, Sandra M. Hedetniemi e Stephen T. Hedetniemi, no artigo
Introduction to alliances in graphs (KRISTIANSEN; HEDETNIEMI; HEDETNI-
EMI, 2002). Nesse artigo, os autores definiram que os vértices de um grafo podem
representar os elementos de uma alianca e as arestas do grafo as relagdes entre
tais elementos. Além disso, apresentaram alguns tipos de aliancas e resultados de
complexidade computacional sobre elas.

As aliancas em grafos mais estudadas sdao as do tipo defensivas, ofensivas
e poderosas (ou duais). Uma alianga defensiva é um conjunto de vértices, onde
cada um dos vértices contém pelo menos tantos vizinhos na alianca, incluindo ele
proprio, quanto vizinhos fora da alianca. Uma alianca ofensiva é um conjunto de
vértices em que, cada vértice em sua fronteira tenha (pelo menos) tantos vizinhos
dentro quanto fora da alianga, incluindo ele préprio. E uma alianca poderosa é
defensiva e ofensiva. Além dessas, existe uma generalizacdo de aliancas chamada
k-aliangas (ou r—aliancgas).

Neste trabalho, apresentamos alguns tipos de aliangas em grafos, com pro-
priedades matemaéticas, detalhes de alguns céalculos e resultados de complexidade
computacional sobre essas aliancas.

Palavras-chaves: Algoritmos, Grafos, Aliancas, Aliancas Defensivas, Aliancas
Ofensivas, Aliangas Poderosas, Complexidade Computacional.
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1 Introducao

Um conjunto de elementos quaisquer pode exibir o fenémeno de formacao de sub-
conjuntos com alguma propriedade coletiva. Tais subconjuntos chamamos de aliancas, que
de forma bem simples, sao grupos de elementos que compartilham a ideia de que a uniao
é mais forte que o individuo. Assim, as aliangas podem ocorrer entre pessoas, empresas,

sociedades, partidos e paises.

No mundo real ha diversos tipos diferentes de aliancas e a capacidade de descobrir
automaticamente estruturas nesse formato é desejavel para muitas aplica¢oes. Com isso,

surgiu a representagao de aliancas em grafos.

Grafos sao objetos combinatérios que possuem ampla aplicacdo na modelagem
de problemas da vida real, principalmente nas areas da computacao e da matematica.
Dai, a linha de pesquisa em algoritmos e grafos visa desenvolver algoritmos eficientes
para resolucao de problemas e fazer a analise tedrica e aplicacional de tais algoritmos.
Problemas de distribuicao, trafego, armazenamento, organizacao de processos e seguranca
sao alguns exemplos de problemas que podem ser modelados e resolvidos com o auxilio

dos grafos.

Existem duas maneiras de pensar sobre aliancas em grafos: a criacao de aliancgas
ou a destruicao de aliancas existentes. A primeira mencao de aliancas em grafos foi no
ano de 1979, no artigo "Cohesion in alliance graphs” (LIPMAN; RINGEISEN, 1979), e
consiste em encontrar os noés criticos de uma alianga. Este é um dos poucos artigos sobre

a destruicao de aliangas existentes, até a presente data.

E ha a modelagem de criagdo de aliancas em grafos, apresentada em 2002, por
Petter Kristiansen, Sandra M. Hedetniemi e Stephen T. Hedetniemi, no artigo Intro-
duction to alliances in graphs (KRISTIANSEN; HEDETNIEMI; HEDETNIEMI, 2002).
Nesse artigo, os autores definiram que os vértices de um grafo podem representar os ele-
mentos de uma alianca e as arestas do grafo as relagdes entre tais elementos. Além disso,
apresentaram alguns tipos de aliancas e resultados de complexidade computacional sobre

elas.

As aliancas em grafos mais estudadas sao as do tipo defensivas, ofensivas e po-
derosas (ou duais). Uma alianga defensiva é um conjunto de vértices, onde cada um dos
vértices contém pelo menos tantos vizinhos na alianca, incluindo ele préprio, quanto vizi-
nhos fora da alianga. Uma alianga ofensiva é um conjunto de vértices em que, cada vértice
em sua fronteira tenha (pelo menos) tantos vizinhos dentro quanto fora da alianca, in-
cluindo ele préprio. E uma alianga poderosa é defensiva e ofensiva. Além dessas, existe

uma generalizagao de aliancas chamada k-aliangas (ou r—aliangas).
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Estudos sobre aliancas em grafos receberam maior atenc¢ao no decorrer dos tltimos

15 anos, devido a grande quantidade de aplicagoes de tais estruturas, como por exemplo:

e Na defesa nacional (KRISTIANSEN; HEDETNIEMI; HEDETNIEMI, 2004). Em
tempos de guerra, diferentes nagoes podem unir seus exércitos para que tenham
menos inimigos e maior forca de ataque. Assim podem formar aliangas de natureza

defensiva e ofensiva.

e Em cadeias alimentares (SZAB(); CZARAN, 2001), podemos observar a formagao de
aliancgas defensivas entre espécies que interagem entre si de forma ciclica, semelhante

ao jogo do Pedra-Papel-Tesoura.

e Em comunidades na web, adotando a definicdo proposta por Flake, Lawrence e
Giles (FLAKE; LAWRENCE; GILES, 2000), “uma comunidade na web é um con-
junto de sites que tem mais links (em qualquer diregdo) para os membros da co-
munidade do que para os nao-membros”. E também para a deteccao de pesquisas
semelhantes publicadas na web (PERIANES—RODRfGUEZ; OLMEDA-GOMEZ;
MOYA-ANEGON, 2010).

e Na area de bioinformatica, Haynes (HAYNES et al., 2006) apresenta uma modela-
gem de biomoléculas em forma de grafos (arvores). Com isso, utilizam pardmetros
de dominéncia em grafos, incluindo o niimero global de alianca defensiva, para iden-
tificar se as biomoléculas sao estruturas do tipo RNA. Assim, é apresentada uma

ferramenta interessante para previsdes genomicas e protedmicas.

e Um sistema distribuido pode ser representado como um grafo, onde os vértices re-
presentam os processos e as arestas as comunicagoes entre eles. Com isso, o sistema
pode ser particionado em duas aliancas, por meio de fungoes de votos da maio-
ria (FLOCCHINTI et al., 2004). Dai, caso existam elementos (processos) suspeitos
nesse sistema, por meio de algoritmos de consenso (PELEG, 2002), decide-se quais

elementos (processos) serao erradicados ou mantidos no sistema.

e Nas redes tolerantes a falha, existem algoritmos de auto-estabilizacao tolerantes
a falhas, apresentados por Srimani (SRIMANI; XU, 2007), Xu (XU; SRIMANI,
2006), Carrier (CARRIER et al., 2013) e Yahiaoui (YAHIAOUI et al., 2013). Esses
algoritmos particionam os processadores em aliangas, quando ha um conflito de

distribuicao de dados.

e Particionamento de objetos em subconjuntos com caracteristicas semelhantes é um
processo amplamente utilizado em &reas como: mineracao de dados, clusterizagao de
dados, balanceamento de carga, segmentacao de imagens, programacao paralela e

divisao de tarefas. Uma maneira de gerar as particdes é modelar o problema para um
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grafo, onde os vértices sao os elementos e as arestas as possiveis ligacoes entre eles.
Por exemplo, a particdo de um grafo no menor nimero de conjuntos independentes é
usada para resolver o problema do niimero cromatico. Assim, existem muitos estudos
e resultados tedricos sobre particoes de grafos em aliangas, como os apresentados por
Shafique (HASSAN-SHAFIQUE, 2004), que estudou o particionamento de dados em

clusters utilizando o conceito de aliancas defensivas.

Neste trabalho, apresentamos os tipos de aliangas mais estudados, propriedades
matematicas e resultados de complexidade computacional sobre aliangas em algumas clas-

ses de grafos.

A dissertacao esta organizada em quatro capitulos principais e mais dois capitulos
com as conclusoes e referéncias bibliograficas. No Capitulo 2, apresentaremos os conceitos
preliminares necessarios ao entendimento das aliancas em grafos. No Capitulo 3, definire-
mos alguns tipos de aliancas existentes, bem como seus niimeros, mostraremos detalhes
sobre alguns resultados e uma generalizacao de aliangas. No Capitulo 4, apresentaremos
a complexidade de alguns tipos de aliancas em grafos. Em seguida mostraremos algumas
conclusoes sobre a pesquisa e os resultados obtidos. E finalizaremos com a apresentacao

das referéncias bibliograficas utilizadas.
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2 Conceitos Preliminares

Neste capitulo sao introduzidos alguns conceitos de Teoria dos Grafos, com a
finalidade de estabelecer as definigbes e notagdes necessarias para o entendimento da

tese. Quando preciso, novas defini¢oes e notagoes sao feitas ao longo do trabalho.

2.1 Definicoes e Notacoes

A cardinalidade de um conjunto S é denotada como |S| e representa a quantidade

de elementos pertencentes ao conjunto S.

Podemos denotar um grafo simples como G = (V, E), onde V (ou V(G)) é o
conjunto de vértices e E (ou E(G)) é conjunto de arestas. Também dizemos que G = (V, E)

¢ de ordem n = |V| e de tamanho m = |E].

Denotamos vw como uma aresta em F(G), quando v e w sao vértices adjacentes

em G.

A wvizinhanga aberta de um vértice v € V' é o conjunto N(v) = {w € V :vw € E}.

E os vizinhos de v € V' que pertencem a S C V' é o conjunto Ng(v) = {w € S :vw € E}.
A wizinhanga fechada de um vértice v € V' é o conjunto N[v] = N(v) U {v}.

A wizinhanga aberta de um conjunto S C V' é o conjunto N(S) = U N(v).
veES

A wizinhanga fechada de um conjunto S C V' é o conjunto N[S] = N(S)U S.

A fronteira de um conjunto S C V é o conjunto 9(S) = N[S] — S. Note que a
fronteira de S nao necessariamente ¢é igual a V' — S. Fato comprovado pela Figura 1, onde
S ={2,4},0(5)={1,3} e V-5 ={1,3,5}.

0?0 )

Figura 1: Exemplo de que 9(5) pode ser diferente de V — S

O complemento de um conjunto S C V é denotado como o conjunto S =V — S.

O grau de um vértice v € V' é definido como deg(v) = |N(v)|. E a quantidade de
vizinhos de v € V em S C V é definida como degg(v) = |Ng(v)|.

O grau minimo dentre todos os vértices de G é denotado como §(G).
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O grau mdzimo dentre todos os vértices de G é denotado como A(G).
Um conjunto S C V' é um conjunto dominante se N[S] = V.
Um conjunto S C V' é um conjunto dominante total se N(S) = V.

O namero de dominagio de G, denotado por v(G), é a cardinalidade minima dos

conjuntos dominantes.

O nidmero de dominagao total de G, denotado por v(G), é a cardinalidade minima

dos conjuntos dominantes totais.

O conceito de dominagdo em grafos, com suas diversas variacoes, foi amplamente
explorado na teoria dos grafos, principalmente em (HAYNES; HEDETNIEMI; SLATER,
1997) e (HAYNES; HEDETNIEMI; SLATER, 1998).

Uma drvore é um grafo de ordem n e tamanho m, onde cada vértice tem pelo
menos um vizinho e m = n — 1. Chamamos de vértice folha todo vértice v que pertence

a drvore e que tem grau um (deg(v) = 1).

Um grafo é chamado de planar se for possivel desenha-lo num plano sem que as

arestas se cruzem.

Um grafo completo K,, = (V, E') é um grafo simples com n vértices e com o maximo

de arestas possiveis, ou seja, para todo vértice v € V' temos que deg(v) =n — 1.

Um grafo é bipartido se os vértices podem ser particionados em dois conjuntos de
vértices, R e S, de forma que toda aresta do grafo conecta um vértice de R a um vértice

em S.

Um grafo é bipartido completo se for bipartido e possuir o maximo de arestas
possivel, ou seja, |E| = |R| * |S|. Assim, denotamos um grafo bipartido completo como
K,sonder =|R|es=|95].
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3 Aliancas em Grafos

Neste capitulo, sao abordados alguns dos principais aspectos relacionados a ali-
ancas em grafos, visando entender a conceituacao e alguns dos resultados tedricos. Para
tanto, definiremos alguns tipos de aliancas e exibiremos alguns valores previamente cal-

culados.

3.1 Aliancas Defensivas

De maneira informal, uma alianca defensiva é um conjunto de vértices, onde cada
um dos vértices contém pelo menos tantos vizinhos na alianga, incluindo ele préprio,
quanto vizinhos fora da alianca. Usando questoes de seguranga nacional para ilustrar esse
conceito, pode-se pensar que um vértice na alianga defensiva é um vértice capaz de se

defender e defender seus vizinhos aliados.

Definigao 3.1 Uma alianga defensiva € um conjunto ndo vazio de vértices S C 'V quando,
Yv € S, IN[w]NS| > |N(v)NS|. Implicando que para todo vérticev € S, v tem no mdwimo

um vizinho a mais em V — S que em S.

Figura 2: Exemplos de Aliangas Defensivas

Nas Figuras 2 e 3 vemos que os vértices (amarelos) pertencentes a alianga defensiva
S se apoiam mutualmente para se protegerem dos demais vértices. Assim, para um vértice
qualquer de S, h& pelo menos tantos defensores quanto agressores e qualquer ataque a

um tnico vértice pode ser impedido.

H& varias maneiras de definir como um conjunto é atacado e defendido. Estamos
considerando a maneira discutida por Brigham, Dutton e Hedetniemi (BRIGHAM; DUT-
TON; HEDETNIEMI, 2007). Assim, tendo um conjunto de vértices S, assumimos que um
agressor w € J(S) pode atacar somente um tnico vértice de S em um determinado mo-
mento, mesmo que w seja vizinho de varios vértices de S. Além disso, um vértice defensor

v € S pode impedir somente um agressor dos vértices de 9(.5), de cada vez.
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Definig¢ao 3.2 Uma alianca defensiva S é chamada de forte quando, Yv € S, |N[v]NS| >

IN(v) N S|. Assim, a inequacdo € estrita e todo vértice em S é fortemente defendido.

Definig¢ao 3.3 Uma alianga defensiva (forte) S é chamada critica se nenhum subconjunto

proprio de S também é uma alianca defensiva (forte).

Defini¢ao 3.4 Uma alianga defensiva (forte) S € chamada global se também for um

conjunto dominante.

Figura 3: Exemplo de Alianga Defensiva Global

De acordo com Shafique (HASSAN-SHAFIQUE, 2004), podemos generalizar o
conceito de aliangas defensivas (fortes) para k-aliancas defensivas. Com isso, podemos ver
que as aliangas defensivas (fortes) definidas por Kristiansen (KRISTTANSEN; HEDETNI-
EMI; HEDETNIEMI, 2004) em ”Alliances in graphs”, sdo equivalentes as (—1)-aliangas
defensivas e 0-aliancas defensivas (SHAFIQUE; DUTTON, 2002).

Definicao 3.5 Uma k-alianga defensiva é um conjunto ndao wvazio de vértices S C V

quando, Yv € S e k € {—A(G), ..., A(G)}, degs(v) > degg(v) + k.

e A equivaléncia entre (—1)-alianca defensiva e alianca defensiva vem a seguir:
Seja S C V uma alianga defensiva. Queremos que Vo € S e k = —1,
degs(v) > degg(v) + k< |[N[]NS| > |N(w)N S|
Como N[v]NS = (N(v)U{v})NS temos,
degs(v) > degg(v) +k & |(N(v) U{v}) N S| > [N(v) N S|
Como v € S temos,
degs(v) > degg(v) + k & [N(v) N S|+ [{v} > [N(v) N 5|
Como |N(v) N S| = |Ns(v)| = degg(v) e |[N(v) NS| = |Ns(v)| = degg(v) temos,
degs(v) > degg(v) + k < degg(v) + 1 > degg(v)
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Como k = —1 temos,
degs(v) > degg(v) — 1 < degg(v) + 1 > degg(v)
degs(v) > degg(v) — 1 < degs(v) > degg(v) — 1

Concluimos que as equagoes sao equivalentes.

Podemos ver que as aliancas defensivas podem ser definidas usando os graus dos
vértices e ndo somente as vizinhangas (OUAZINE; SLIMANI; TARI, 2017).

Definig¢ao 3.6 Um conjunto S € alianga defensiva quando Vv € S degs(v)+1 > degg(v).

Defini¢ao 3.7 Um conjunto S € alianca defensiva forte quando Yv € S degg(v) +1 >
degg(v).

e A equivaléncia entre O-alianga defensiva e alianca defensiva forte vem a seguir:
Seja S C V uma alianca defensiva forte. Queremos que Vv € S e k = 0,
degs(v) > degs(v) +k < |[Nw] N S| > |[N(v)N S|
Pela Definicao 3.7 temos,
degs(v) > degg(v) + k < degs(v) + 1 > degg(v)

Como k = 0 temos,

degs(v) > degs(v) + 0 < degs(v) + 1> degs(v)
Como os graus dos vértices sao nimeros inteiros,
degs(v) = degg(v) < degs(v) = degg(v)

Concluimos que as equacoes sdo equivalentes.

3.1.1 Aliancas Defensivas em algumas classes de grafos

Varios parametros foram definidos e estudados na literatura para aliancas de-
fensivas e k-aliancas defensivas. Partindo dessa generalizacao de aliancas defensivas em
k-aliancas defensivas, vamos mostrar a definicdo de alguns desses parametros e os valores

obtidos em algumas classes de grafos.

Definicao 3.8 O numero de k-alianca defensiva de um grafo G é igual a cardinalidade
minima dentre todas as criticas k-aliancas defensivas em G e é denotado al(G). Equiva-

lentemente a®,(G) para aliancas defensivas e al(G) para aliancas defensivas fortes.

Definicao 3.9 O numero da k-alianga defensiva superior de um grafo G é igual a cardi-

nalidade mdxima dentre todas as criticas k-aliancas defensivas em G e é denotado AY(G).
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Equivalentemente A%, (G) para aliangas defensivas e AY(G) para aliancas defensivas for-

tes.

Definicao 3.10 O numero de k-alianga defensiva global de um grafo G ¢é igual a cardi-
nalidade minima dentre todas as criticas k-aliancas defensivas globais em G e é denotado
vHG). Equivalentemente v¢,(G) para aliancas defensivas globais e v3(G) para aliangas

defensivas globais fortes.

Na Tabela 1 (OUAZINE; SLIMANI; TARI, 2017) apresentamos alguns valores
obtidos sobre algumas classes de grafos (conexos), onde G representa os grafos simples,

K, grafos completos de ordem n, T" as drvores e K, s grafos bipartidos completos.

G K, T K.,
al <T(n+k+1)/2] al =[(n+k+1)/2]
a?y < min{n —[0/2],[n/2]} a?, = [n/2] al, =1 aly = [r/2] + [s/2]
ad < min{n — [0/2],[n/2] + 1} ad =n/2] +1 ad <n ad = [r/2] + [s/2]
TS Yt ve=1n+k+1)/2] | 1{ < [n+2/3—k]
AL <T(2n — 0 + k) /2] AL =T(n+k+1)/2] AL =T(r+k)/2] + [(s + k) /2]

Tabela 1: Ntumeros de k-Aliancas Defensivas

Para ver resultados sobre outras classes de grafos, como bipartidos, planares, grafos
requlares e grafos ciclos existem artigos de "survey” com a maioria dos resultados obti-
dos desde 2002. Os mais recentes sio os de 2013 (YERO; RODRIGUEZ-VELAZQUEZ,
2013), de 2014 (FERNAU; RODRIGUEZ-VELAZQUEZ, 2014) e um mais recente de 2017
(OUAZINE; SLIMANI; TARI, 2017).
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3.2 Aliancas Ofensivas

Uma alianca ofensiva ¢ um conjunto de vértices em que, cada vértice em sua
fronteira tenha (pelo menos) tantos vizinhos dentro quanto fora da alianga, incluindo ele

préprio.

Definicao 3.11 Uma alianca ofensiva é um conjunto ndo vazio de vértices S C V
quando, Yv € 9(S), |IN[v]N S| > |[N(v) N S|. Implicando que para todo vértice v € 9(S),

v tem mais vizinhos em S que em V — S.

Q—®
o | o‘o

Figura 4: Exemplos de Aliangas Ofensivas

Na figura 4 é evidente que os vértices (brancos) que estdo na fronteira da alianga
ofensiva S (vértices amarelos), possuem mais vértices adjacentes a S do que a S. Assim,
podemos dizer que todo vértice em O(S) é vulnerdvel a um possivel ataque pelos vértices
de S. Quando um ataque por vértices de S nos vértices de 9(.5), resulta em pelo menos

um empate para S, dizemos que S pode efetivamente atacar os vértices em 9(S).

Devemos observar que as aliancgas em grafos nao se preocupam com a representacao

das consequéncias de um ataque dos vértices de S em J(S) e vice-versa.

Definicao 3.12 Uma alianga ofensiva S é chamada de forte quando, Yv € 0(S),
IN[v] N S| > |[N(v) N S|. Assim, a inequagio € estrita e todo vértice em 9(S) é forte-

mente vulnerdvel.

Defini¢ao 3.13 Uma alianga ofensiva (forte) S é chamada critica se nenhum subconjunto

proprio de S também € uma alianga ofensiva (forte).

Defini¢ao 3.14 Uma alianca ofensiva (forte) S é chamada global se também for um

conjunto dominante.
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As aliangas ofensivas e ofensivas fortes, definidas por Favaron (FAVARON et al.,
2004) sao equivalentes as l-aliangas ofensivas e 2-aliangas ofensivas (FERNAU; RODRI-
GUEZ; SIGARRETA, 2009).

Definicao 3.15 Uma k-alianga ofensiva é um conjunto nao vazio S C V' quando, Yv €
I(S) ek € {2 —-A(G),....,A(G)}, degs(v) > degg(v) + k.

Partindo das Definigées 3.6 e 3.7 e das defini¢goes em (OUAZINE; SLIMANTI;
TARI, 2017) temos que as aliangas ofensivas também podem ser definidas por meio dos

graus dos vértices.

Defini¢ao 3.16 Um conjunto S é alianga ofensiva quando Vv € 0(S) degg(v) > degg(v)+
1.

Defini¢ao 3.17 Um conjunto S é alian¢a ofensiva forte quando Yv € 0(S) degs(v) >
degg(v) + 1.

e A equivaléncia entre 1-alianca ofensiva e alianca ofensiva, é mostrada a seguir:
Seja S C V uma alianga ofensiva. Queremos que Yv € 9(S) e k = 1,
degs(v) > degg(v) +k < |[N(v)N S| > N[N S|
Pela Definigcao 3.16 temos,
degs(v) > degg(v) + k < degs(v) > degg(v) + 1
Como k =1 temos,
degs(v) > degg(v) + 1 < degs(v) > degg(v) + 1

Concluimos que as duas equacoes sao equivalentes.

e A equivaléncia entre 2-alianca ofensiva e alianga ofensiva forte, ¢ mostrada a seguir:
Seja S C V uma alianga ofensiva forte. Queremos que Yv € 9(5) e k = 2,
degg(v) > degg(v) +k < [N(v) N S| > |[N[v] N S|
Pela Definicao 3.17 temos,
degg(v) > degg(v) + k & degg(v) > degg(v) + 1
Como k = 2 temos,
degs(v) > degg(v) 4+ 2 < degg(v) > degg(v) + 1
Como os graus dos vértices sao nimeros inteiros,
degs(v) > degg(v) + 2 < degg(v) > (degg(v) +1) +1
degs(v) > degg(v) + 2 < deggs(v) > degg(v) + 2
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Concluimos que as equacoes sao equivalentes.

3.2.1 Aliancas Ofensivas em algumas classes de grafos

Varios parametros foram definidos e estudados na literatura para aliancas ofensivas
e k-aliancas ofensivas. Partindo dessa generalizacao de aliangas ofensivas em k-aliancas
ofensivas, vamos mostrar a definicao de alguns desses parametros e valores obtidos em

algumas classes de grafos.

Definicao 3.18 O numero de k-alianca ofensiva de um grafo G € igual a cardinalidade
minima dentre todas as criticas k-aliangas ofensivas em G e é denotado a(G). Equiva-

lentemente a$(G) para aliangas ofensivas e a3(G) para aliancas ofensivas fortes.

Definicao 3.19 O numero da k-alianca ofensiva superior de um grafo G € igual a
cardinalidade mdzxima dentre todas as criticas k-aliancas ofensivas em G e é denotado
A%(G). Equivalentemente AS(G) para aliangas ofensivas e A3(G) para aliangas ofensivas

fortes.

Definigao 3.20 O numero de k-alianca ofensiva global de um grafo G € igual a cardi-
nalidade minima dentre todas as criticas k-aliancas ofensivas globais em G e é denotado
Y(G). Equivalentemente +¢(G) para aliangas ofensivas globais e v3(G) para aliancas de-

fensivas globais fortes.

Algumas relagoes observadas sobre k-aliangas ofensivas sdo apresentadas a seguir:

o a2(G) < a3(G) < A3(G) [(KRISTIANSEN: HEDETNIEMI: HEDETNIEMI, 2004),
(HASSAN-SHAFIQUE, 2004)];

o a3(G) < A2(G) [(KRISTIANSEN: HEDETNIEMI; HEDETNIEMI, 2004), (HASSAN-
SHAFIQUE, 2004)];

o a2(G) < 72(G) [(RODRIGUEZ-VEL4ZQUEZ; SIGARRETA, 2006)];
o a3(G) < 43(G) [(RODRIGUEZ-VEL4ZQUEZ; SIGARRETA, 2006)];
e 02(G) < a2,,(G) [FERNAU; RODRIGUEZ; SIGARRETA, 2009)];

e a3(G) < 42(G) [(FERNAU; RODRIGUEZ; SIGARRETA, 2009), (ALMIRA; MA-
RIA, 2007), (YERO, 2010)];

e 7(G) <71(G) < 73(G) [(FAVARON, 2008)];
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e (G) < 1(G) < 72,1(G) [(FERNAU; RODRIGUEZ; SIGARRETA, 2009), (AL-
MIRA; MARIA, 2007), (YERO, 2010)];

Em (OUAZINE; SLIMANI; TARI, 2017), Ouazine, Slimani e Tariobter mostram
valores de af(G), a3(G), a3(G), AL(G), AY(G), AS(G), v2(G), v2(G) e v3(G) para varias
classes de grafos, como por exemplo: bipartidos, bipartidos completos, planares, requlares,
grafos caminho, grafos linha e drvores. E possivel ver que muitos pardmetros ainda nao

foram calculados, principalmente para grafos linhas e bipartidos.
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3.3 Aliancas Poderosas

Podemos encontrar informagcoes sobre outros tipos de aliancas em grafos, além
das defensivas e ofensivas. Algumas linhas de pesquisas estudam as chamadas aliancas
poderosas (ou duais) (BRIGHAM et al., 2009). Tais aliancas apresentam a caracteristica de
serem defensivas e ofensivas ao mesmo tempo. Com isso, uma alianca poderosa, apresenta a
propriedade de ser defensiva pois pode defender os vértices de possiveis ataques vindos dos
vértices da fronteira, e também, a propriedade ofensiva, pois consegue atacar efetivamente

todos os vértices pertencentes a fronteira.

Definicao 3.21 Uma alianga poderosa é um conjunto ndo vazio de vértices S C V
quando, Yv € N[S], [IN[v]N S| > |N[v] N S|. Implicando que para todo vértice v € S, v
tem aliados suficientes para o defender de um ataque partindo de O(S) e também conseque

atacar efetivamente qualquer vértice pertencente a 0(S).

Da mesma maneira que as defensivas e ofensivas, as aliangas poderosas podem

apresentar as caracteristicas das aliancas fortes, criticas e globais.

Em (OUAZINE; SLIMANI; TARI, 2017), Ouazine, Slimani e Tariobter mostram
os limites, teoremas e os nimeros de aliancas poderosas em diversas classes de grafos,
obtidas ao longo desses 15 anos, desde que se iniciou a pesquisa sobre o tema. Nesse artigo,
encontramos resultados em grafos bipartidos, bipartidos completos, planares, regulares,

grafos caminho, grafos linha e drvores.
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3.4 Aliancas Ponderadas

Seja G = (V, E) um grafo simples, w : V' — N uma func¢do que pondera os vértices
de V' com um niimero inteiro positivo e w(v) o peso atribuido a v por w. Com isso, obtemos
alguns tipos adicionais de aliancas (JAMIESON, 2007).

Definicao 3.22 Uma alianca defensiva ponderada é um conjunto nao vazio de vértices

S CV quando, Vv € S, ZIGN[v]ﬂSw(x) > ZyeN(v)méw(w-

Definicao 3.23 Uma alianca ofensiva ponderada é um conjunto nao vazio de vértices
S cV quand07 Vo € a(S)7 ZxGN(v)ﬂSw(I) > ZyeN[v}ﬂgw(y)'

Definicao 3.24 Uma alianca poderosa ponderada é um conjunto ndo vazio de vértices
S g V quandO) \V//U € N[S]; ZzeN[U]ﬂSw(x) Z ZyEN[’U]ﬁgw(y)'

Aliangas (defensivas, ofensivas e poderosas) podem ser facilmente generalizadas
para as aliangas ponderadas. Basta ter uma alianga S C V' e uma funcao w : V- — {1}.
Com isso, todo vértice v € S tem peso 1 e a soma dos pesos dos vértices de S sera

equivalente a cardinalidade de S.

Da mesma maneira que as aliancas defensivas, ofensivas e poderosas, as aliancas

ponderadas podem apresentar as caracteristicas de serem fortes, criticas e globais.

Observe que todas essas aliancas podem ser facilmente generalizadas para grafos
com pesos nas arestas e/ou nos vértices. Seja G = (V, E) um grafo simples e as fungoes
f:E—>Reg:V — R que ponderam as arestas de E e os vértices de V. Dai, obtemos
as chamadas (f, g)-aliangas, apresentadas pela primeira vez por Shafique em (HASSAN-
SHAFIQUE, 2004) e estudadas em (ROOHITAVAF; KULKARNI, 2016).

As aliancgas definidas anteriormente neste trabalho, podem ser facilmente generali-
zadas para as (f, g)-aliangas. Para os casos de grafos sem pesos, tanto nas arestas quanto

nos vértices, assumimos que as fungoes f e g sempre resultam no valor 1.

Definigao 3.25 Uma (f,g)-alianca defensiva é um conjunto nao vazio de vértices S CV

quandO; YORS S7 ZmeN[v]ﬂS f(xa U)g($) > ZyGN(v)ﬂg f(y7 U)g(y>

Defini¢ao 3.26 Uma (f,g)-alianga ofensivas é um conjunto ndao vazio de vértices S C'V
quando, Vv € 9(S), Yoenwns f(@,0)9(x) > X enpns f(¥,v)9(y)-

Defini¢ao 3.27 Uma (f,g)-alian¢a poderosa é um conjunto nao vazio de vértices S CV
quando, Vo € N[S]; erN[v]ﬂS f(xa v)g(:v) = ZyeN[v]ﬂS f(y7 'U)g(y)
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4 Complexidade Computacional

A Complexidade Computacional estabelece limites (inferior e superior) no niimero
de passos necessarios para resolver um problema computacional por meio de algoritmos.
Também identifica problemas computacionais potencialmente dificeis e tragos comuns

entre esses problemas.

Podemos moldar problemas computacionais no formato de uma instancia, que re-
presenta o conjunto de dados, e uma pergunta, que representa o objetivo a ser alcancado. A
instancia inclui todos os dados necessarios para sua formulagao e compreensao, enquanto

a pergunta caracteriza o problema para o qual deve-se fornecer uma resposta.

Existem classes gerais nas quais os problemas computacionais podem estar inseri-

dos. Falaremos sobre a classe dos problemas de decisao e de otimizacao.

Problemas de decisao sao aqueles que exigem uma resposta bindria para sua per-
gunta, isto é, a resposta é simplesmente "sim” ou "nao”. E um problema de otimizagao é

aquele que possui como objetivo a satisfacdo de determinados critérios de otimizacao.

Em geral, existe um relacionamento entre as classes de problemas, sendo que um
problema de decisao nao sera mais dificil do que o seu equivalente no formato de problema
de otimizagao. Assim, é simples reformular um problema de otimiza¢ao como um problema

equivalente de decisdo, nao mais dificil que o primeiro.

Para melhor entendimento, dividimos os problemas computacionais nas classes:
P, NP, NP-completo e NP-dificil. A Figura 5 ilustra o relacionamento entre essas
classes e também é chamada de Diagrama de Euler para o conjunto de problemas P, NP,

NP-completo e NP-dificil.

Uma maneira de medirmos a eficiéncia de um algoritmo é através da complexi-
dade. Assim, dado um problema computacional X, se houver um algoritmo que resolve
X em tempo polinomial, entdo X pertence a classe P. Segundo Szwarcfiter (SZWARCFI-
TER, 1988), "um algoritmo é eficiente precisamente quando a sua complexidade for um

polinémio no tamanho de sua entrada”.
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NP-dificil NP-dificil

X NP-completo X |

| E P=NP=

NP-completo

P #NP P=NP

Figura 5: Classes de complexidade computacional

4.1 Complexidade de Aliancas

Nesta se¢ao definimos alguns problemas computacionais sobre aliangas em grafos

e mostramos, na Tabela 2, a quais classes de complexidade esses problemas pertencem.

e AD
INSTANCIA: grafo simples G = (V, E) e um inteiro positivo k& < |V].
PERGUNTA: existe alianga defensiva S C V tal que |S| <k ?

e ADG
INSTANCIA: grafo simples G = (V, E) e um inteiro positivo k& < |V].
PERGUNTA: existe alianga defensiva global S C V tal que |S| <k ?

e AD-P
INSTANCIA: grafo com pesos nos vértices G = (V, E) e um inteiro positivo k < |V/].
PERGUNTA: existe alianga defensiva ponderada S C V' tal que |S| < k 7

e ADG-P
INSTANCIA: grafo com pesos nos vértices G = (V, E) e um inteiro positivo k < |V].
PERGUNTA: existe alianga defensiva global ponderada S C V tal que |S| < k 7

e AO
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INSTANCIA: grafo simples G = (V, E) e um inteiro positivo k& < |V].
PERGUNTA: existe alianga ofensiva S C V' tal que |S| < k ?

e AOG
INSTANCIA: grafo simples G' = (V, E) e um inteiro positivo k& < |V].
PERGUNTA: existe alianga ofensiva global S C V' tal que |S| < k ?

e AO-P
INSTANCIA: grafo com pesos nos vértices G = (V, E) e um inteiro positivo k < |V/].
PERGUNTA: existe alianga ofensiva ponderada S C V tal que |S| <k 7

e AOG-P
INSTANCIA: grafo com pesos nos vértices G = (V, E) e um inteiro positivo k < |V].
PERGUNTA: existe alianga ofensiva global ponderada S C V tal que |S| <k 7

e AP
INSTANCIA: grafo simples G' = (V, E) e um inteiro positivo k& < |V].
PERGUNTA: existe alianga poderosa S C V tal que |S| <k 7

e APG
INSTANCIA: grafo simples G' = (V, E) e um inteiro positivo k < |V|.
PERGUNTA: existe alianga poderosa global S C V tal que |S| <k 7

e AP-P
INSTANCIA: grafo com pesos nos vértices G = (V, E) e um inteiro positivo k < |V/].
PERGUNTA: existe alianga poderosa ponderada S C V' tal que |S| < k ?

e APG-P
INSTANCIA: grafo com pesos nos vértices G = (V, E) e um inteiro positivo k < |V/].
PERGUNTA: existe alianga poderosa global ponderada S C V tal que |S| < k ?

Ainda nao sabemos se existe, e quais sao, os tipos de grafos que fazem o problema
de decisao AOG-P ser NP-completo. Porém, vamos mostrar a seguir que esse problema
pertence a classe de problemas P se for restrito a grafos estrela. Para efeitos de compa-
ragao, podemos ver em (JAMIESON, 2007) que os problemas ADG-P ¢ APG-P sao,
diferentemente de AOG-P, NP-completo para grafos estrela.
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Teorema 1 O problema de decisao AOG-P pertence a classe de problemas P se for

restrito a grafos estrela.

Prova. Seja G = (V, E) um grafo estrela. Assim, G é uma drvore com |V| — 1 folhas e
um tunico vértice central ¢ vizinho de todas as folhas, isto é N(c) = V — {c¢}. Queremos
que S C V seja alianga ofensiva global ponderada de tamanho k& < |V|. Assim, hé trés

maneiras de construir a alianca S de tamanho k.

Primeiramente hé o caso em que k = |V]. Dai 9(S) serd um conjunto vazio e

teremos sempre a mesma resposta para o problema.

Se k < |V| — 1 é preciso que ¢ € S, para que S seja global. Caso contrario,
teriamos k folhas em S e |V| — k folhas nao cobertas, pois toda folha é vizinha, somente
e obrigatoriamente, de c. Assim, inserimos em S o vértice ¢, para que S seja global, e as
k—1 folhas com maiores pesos, afim de maximizar o peso de S e obtermos |S| = k. Em
seguida, verificamos se Vv € 9(S), Xoen(wns W(T) > Xyenpins w(y). Caso seja verdade,
temos uma resposta positiva para o problema, pois S serd global e a maior (com relagao
a pesos) alianga ofensiva ponderada possivel de se formar com k < |V| — 1 vértices. Se S
nao atender aos requisitos descritos anteriormente, teremos uma resposta negativa para

o problema.

O terceiro caso é quando k = |V| — 1. Com isso, temos que qualquer conjunto de k
vértices sera dominante. Assim inserimos em S os k — 1 vértices folhas com maiores pesos.
Agora, podemos inserir em S o vértice central ¢ ou a folha restante com menor peso.
Podemos tentar os dois casos e verificar se algum deles gera uma alianca ofensiva global
ponderada. Caso sim, temos uma resposta positiva para o problema e em caso contrario

teremos um "nao”.

Claramente teremos um custo de tempo polinomial para escolher e construir uma
alianga ofensiva global ponderada, com k vértices, se seguirmos os casos descritos anteri-

ormente.
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Problema Computacional | Classe de Complexidade Prova
AD NP-completo (JAMIESON; HEDETNIEMI; MCRAE, 2009)
AO NP-completo (FERNAU; RAIBLE, 2007)
AP NP-completo (HASSAN-SHAFIQUE, 2004)
ADG NP-completo (CAMI et al., 2006)
AOG NP-completo (CAMI et al., 2006)
APG NP-completo (CAMI et al., 2006)
AD-P NP-completo (JAMIESON, 2007)
AO-P NP-completo (JAMIESON, 2007)
AP-P NP-completo (JAMIESON, 2007)
ADG-P NP-completo (JAMIESON, 2007)
AOG-P P (para grafos estrela) Pelo Teorema 1
APG-P NP-completo (JAMIESON, 2007)

Tabela 2: Classes de complexidade das Aliancas
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Conclusao

O estudo de aliangas em grafos, com suas variagoes de tipos e modelos, se mostrou
interessante no decorrer dos tltimos anos, devido ao vasto campo de aplicagdo de tais

estruturas, principalmente para modelagem de sistemas distribuidos e redes sociais.

Neste trabalho levantamos as informagoes mais recentes e importantes sobre o
assunto, além de demonstrar detalhes, de resultados previamente obtidos, que foram im-

plicitos na literatura.

Mesmo sendo um modelo recente, varias pesquisas matematica e tedrica sobre
aliancas foram realizadas. Porém, pode-se perceber que ainda falta obter valores para os
numero de aliancas em diversas classes de grafos, como bipartidos e caminhos. Além disso,
poucos algoritmos sobre tais estruturas foram encontrados, sendo a maioria sobre grafos

do tipo arvores ou caminhos, baseados em programacgao dindmica (PD).

Para trabalhos futuros podemos calcular os nimeros de aliancas para os grafos
ponderados, pois para estes, os resultados obtidos até a presente data, sdo apenas sobre
complexidade computacional. E também descobrir para quais classes de grafos o problema
AOG-P se torna NP-completo.

A pouco tempo iniciaram-se os estudos sobre a unificagdo de toda a teoria de
aliangas para as chamadas (f,g)-alian¢as. Partindo dessa ideia, o objetivo desses estudos
¢é obter algoritmos e propriedades matematicas mais genéricas e que envolvam problemas

maiores.

Outro fato interessante ¢ que, o inicio dos estudos sobre aliancas foi em 1979 porém
pouca coisa foi feita na época e a abordagem sobre tais estruturas era a de destruicao
de aliancas. Partindo dessa abordagem mais antiga e mesclando com a mais recente,
apresentada nesse trabalho, podemos obter uma modelagem mais dinamica sobre aliancas
em grafos. Com o objetivo de encontrar e manter tais estruturas no grafo, dependendo do
que aconteca a estrutura do grafo. Existem linhas de pesquisa que ja estudam problemas
nesse formato, mas com a abordagem de aliangas podemos generalizar tais estudos. Assim
como foi apresentado nos exemplos de onde podemos utilizar aliancas em grafos. Um desses

estudos é conhecido como Seguranca Eterna em Grafos.
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